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CLASAa VIII -a
Barem de corectare
Problema 1.

Aflati numarul real X care verifica egalitatea [10+ x]+2-([x]—x)=2019, unde [x] reprezinta

partea intreaga a numadrului real X.

Solutie si barem:
Din [10+x]=10+[x] si x=[x]+{x} obtinem, prin inlocuire in ecuatia din enunt, ca

[X]=2-{XF=2000. ... 3p
Atunci este necesar ca 2-{X} € Z, de unde {x} e {0, %} .............................................. 2p

Daca {x}=0, atunci xeZ si [x]=2009, deci x=20009.

Daca {x}= % atunci [x] =2010, deci x=2010,5.

In concluzie, multimea solutiilor este S ={2009;2010,5}. .....oevvveimneiiieieinnn... 2p

Problema 2.

. .. . P! ..
Se considerd numerele reale pozitive a, b si X, astfel incat —=b-x. Demonstrati ca:
X

a) daca b si x sunt numere naturale nenule, atunci a este un numar natural divizibil cu X;
b) daca b si x sunt numere naturale nenule, atunci va-b este numar rational;
2-a a+ bj

c) daca a=b, atunci XE(—,_
a+b 2-b

Solutie si barem:

a * .. * . .a g
a) Z=b-x=>a=b-x*. Cum b,xeN rezultici aeN iardin —eN deducemca xla. ....... 2p
X X
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b) Conform a), daca b,x e N atunci aeN" si va-b =+b?-x? :|b-X|=b-XeN*CQ. .......... 2p
C)Ezb-X:X2:%:>X:i\E sicum X >0 deducem ca X:\E. ................................. 1p
X

. o a . o ... .. .
Din a=b deducem ca numerele b si 1 sunt doua numere pozitive distincte, pentru care putem aplica

a
. , . E+1 a 2 a+b_|a_ 2-a 2-a a+b
inegalitatea mediilor si obtinem: — >, |—1>—< —> |- >—— < Xe| ——,—— |.
2 b b+1 2-b b a+b a+b 2-b

Problema 3.
Aratati ca un paralelipiped dreptunghic, avand dimensiunile a,b,c >0, este cub daca si numai

daci are loc egalitatea (a-b)’ +(b-c)*+(c-a)’ =a-b-c-(a+b+c).

Solutie si barem:

Pentru orice a,b,c >0 are loc (ab)? + (bc)? > 2y/ab*c? = 2ab’c, conform

inegalitatii mediilor. Atunci, din (ab)? + (bc)? > 2y/a’b*c® = 2ab®c,
(bc)? +(ca)? > 24/b%c*a’® = 2abc® si (ca)® + (ab)® > 24/a’b*c® = 2a’bc, prin sumare, obtinem

ca (ab)® +(bc)? +(ca)” > abc(a+b +c), pentru orice a,b,Cc>0. ......ooooiiiiiiiii 3p

Asadar, dacd in paralelipipedul dat are loc relatia de egalitate, atunci trebuie ca in ultima inegalitate sa
avem egalitate, adica, de fapt, inegalitatile mediilor sa devina egalitati, de unde ab =bc =ca, deci

a=b=csicorpul devine CuD. ...........oiiiiiiiiiiii 2p

Reciproc, daca paralelipipedul dreptunghic de dimensiuni a, b, ¢ este cub, atunci a=b=c si

egalitatea datd se verificd direct prin TNlOCUIrE. .........coiiiiiiiiiii i 2p
Problema 4.

Se considera prisma dreapta ABCDEFGH. Centrele patratelor ABCD si EFGH sunt O,
respectiv V, iar mijloacele muchiilor EF si GH sunt M, respectiv N. Demonstrati ca:
a) corpul VABCD este piramida patrulatera regulata;
b) daca proiectia lui A pe dreapta BM este P, atunci proiectia lui A pe planul (VBC) este tot P;
¢) proiectiile triunghiului VAD pe planele (ABC) si (VBC) sunt triunghiuri congruente daca si
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numai daca ABMDCN este prisma dreapta cu o baza triunghiul echilateral ABM.

Solutie si barem:

a) A== £
AAEV = ABFV = ACGV =ADHV (C.C.), ceea ce implicd VA=VB =VC =VD si astfel corpul

VABCD este piramida patrulaterd regulata. ..............cooiiiiiiiii e 2p
b) Din [EM]=[HN] (jumatati de segmente congruente) si EM || HN rezultd imediat ca

EMNH este paralelogram, deci MN || EH. Pe de alta parte EH | (ABF),deci MN L (ABF) si

cum AP c (ABF)rezultd cd MN L AP, ... 1p
Din AP 1 BM,AP L MN,BM nMN ={M}si BM,MN c(BMN) reiese c¢a AP L (BMN);dar

{V,B,C}=(BMN) iV, B si C necoliniare, deci (VBC)=(BMN), prin urmare pr g, A={P}. ...... 2p
c) Fie Q = pr,, D; analog cu b) avem ca DQ L (VBC). AD||BC, AD « (VBC),BC < (VBC)
implicd AD || (VBC),de unde pryg,[AD]=[PQ]=[AD], prys;,AVAD=AVPQ si
PrascyAVAD = AOAD. Cum triunghiurile OAD si VPQ sunt isoscele si (AD) = (PQ), rezulta

Centrul patratului EFGH este V, deci VE =VF =VG =VH, de unde

cd AOAD =AVPQ daca si numai dacd (VP)=(AO). ..o 1p

Notam AB=a>0 si AM =x>0. Atunci AO = % si aplicand teorema lui Pitagora in

2
AMVP avem VP?> =MV ? + MP? = %+ MP?. Deci (VP) = (AO)daci si numai daci

2

VP? = AO? & MP? = a? < MP = g. Din AEMA=AFMB(C.C.) avem ci MB =AM =¥, iar

prin aplicarea teoremei lui Pitagora, succesiv, in triunghiurile dreptunghice MAP si PAB avem
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cd AP? =x*—MP? si AP =a’ —(x—MP)?, de unde x> —MP? =a*—(x—MP)?. Atunci

2

a a a
MP=—oxX-—=a’"-(x—2)*<2x’-a-x-a’=0<(x—-a)-(2x+a) =0 <= x=a,
2 4 2
adica exact ceea ce trebuia demMONSIIAL. .. ......iiuiitiit ittt 1p
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