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Olimpiada Nationala de Matematica 2019
Etapa locala — Iasi, 15 februarie 2019
CLASA a IX-a
Barem de corectare
Problema 1.

Fie triunghiul ABC si punctele M €(AB), N €(AC)astfel incdt BM =CN =x. Fie E si F mijloacele
segmentelor [MN |si [BC], iar [AD este bisectoarea unghiului BAC.

a) Exprimati vectorul AD in functie de AB si AC .
b) Demonstrati ca EF || AD.

Solutie si barem:
a) Daca BC =a, AB=c,AC =b, avem:

[AD este bisectoarea unghiului «BAC = Bb _ =BD= &

DC b b+c
— — — — ac l1l-—= — ¢ == 1 [/ = @ — @ — -
AD=AB+BD=AB+——=BC=AB+——BC=——(b-AB+c-AB-c- AB+c-AC)=

b+c a b+c b+c
~ 2 (b-AB+c-AC)=-——(b-BA+c-CA) (1)
b+c D, 2p
b) FE =2 (FN + FM )= 2(FC+CN + FB+ BM )= = (CN + BM)
2 2 2
Cu notatiile punctului a) obtinem: CN = % .CA, BM = X BA
C
— X(l % 1o+ X —= =
FE :—(—CA+— BA)=—(C-CA+b~ BA)(2)
2\b ¢ D e, 2p
Folosind relatiile (1) si (2), obtinem:
— - ~ - — —  — X(b+c) —
E- X G AD=——1 G undei=b-BArc.CA=EF = ") AB— EF|[AD oo 3p
2bc b+c 2bc
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Problema 2.
a) Rezolvati in R ecuatia: 2016- {X} +2017- [X] —2018-x+2019=0

b) Si se rezolve in R ecuatia I:X+|X|:| = ‘X+[X]‘

Solutie si barem:

a) Tinand cont cd x =[x]+{x} relatia din enunt devine [X]—2X+2019=0 .....c.cccoeorurrimrrrnrirnrire. 1p
Cum [X]+2019€Z:>2XEZ:>{X}G{O,%} ..................................................................................... 1p
Dacd {X} =0=>[X]=X=X=2019 ..o 1p

Dacé {x}=%:>[x]—2([x]+%j+2019=0:>[x]=2018:> x=2018,5

Finalizare X €{2018,5; 2019} ........cccoovuiuirimmiiiiiiiiinniss s 1p

L X,daca x>0
b) Stim ca |X| ={ 5
—X,daca x <0
Daca x< 0 atunci x+ [X] =0 si atunci relatia din ipoteza devine [O] = ‘X+ [X]‘ ,
de unde x+[x]=0=>xeZsideaici 2:x=0=>x=0, fals. ......cc.cccceorimrriimrimrrirrrirrciriercsrnne 1p
Dacd x>0 atunci X+|X| =2X si ‘X+[X]‘ =X+ [X] , 1ar relatia din ipoteza devine [ZX] = X+[X], ....... 1p

de unde obtinem X €Z si 2X =X+ X, adevarat.
Cum xeZ si x>0 varezultacd XxeN.

FINAIIZAIE X € IN Lottt bbb bbbttt bbbt bttt 1p
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Problema 3.

a) Sa se arate ca Xy + Yyz+z2x < V)X, y,zeR

(x+y+z)2
s

b) Fie a, b, ¢, d> 0 numere reale. Demonstrati ca
a . b .\ c . d y 43
Joc+cd+db +Jac+cd+da +Jab+bd+da +ab+bc+ca 3

Solutie si barem:
a) Relatia din ipoteza se mai poate scrie succesiv sub forma:

BXY +3YZABZX S KP4 Y2+ Z2 4 2XY +2YZ 4 2ZX D cooveeeereeeeeee e 1p
S 2XP 42V 4277 —2XY —2YZ —2ZX 20 oottt 1p
S (X=Y) H(Y=2) H(27X)" 20, AEVALAL .ooooooooeecceiceceeeeeeeeeeee e 1p
Cu egalitate pentru x=y=z_

b) Folosind punctul a) obtinem ci +/bc+cd +db < ———=— b+c+d , de unde a > ay3

>— ... 1
\/§ Jbc+cd+db b+c+d P

Scriind si celelalte trei relatii si insumandu-le pe toate patru obtinem:
a b c d
+ + + >
Jbc+cd+db  vac+cd+da +ab+bd+da +ab+bc+ca

a3 b3 3 d/3

“b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c

ay/3 by/3 3 dv3

b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c

. ) a b c d 4
In inegalitatea + + + =—,
b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c 3

notaim cu b+c+d=x,a+c+d=y,a+b+d=z,a+b+c=t.

Obtinem ci a = y+z+t—2x’b: x+z+t—2y1C:x+y+t—22,d :x+y+z—2t.
3 3 3 3

Inegalitatea se mai poate scrie sub forma:

y+z+t—2x+x+z+t—2y+x+y+t—22+x+y+z—2t

3x 3y 3z 3t

[l + ﬁj + (5 + Ej + (5 + lj + (X + Ej + (X + l} + [E + Ej >12, adevarat deoarece fiecare paranteza este
z

, problema este rezolvata.

Daca vom arata ca

o

4
D D it 1
3 p

Xy zZ X t X zy ty t
mai mare sau €Al CU 2. ....oiiiiiiei e 1p
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Egalitatea se atinge cand inegalitatile intermediare devin egalitati, adica pentru X=y=2z=t care conduce la
a=b=c=d.

Problema 4.
Fie triunghiul ABC cu AB=3AC, D e(BC) astfel incat BD =3DC, | centrul cercului inscris in triunghiul

ABC,DI nAB={E}, ADNEC ={F}.

Calculati raportul % in functie de lungimile laturilor triunghiului ABC.

Solutie si barem:

Fie AB=c,BC=a,AC=Db

In triunghiul EBC, transversala AD (A — F — D) aplicam teorema lui Menelaus, avem:
BD FC AE 1 FC 1 AE

— = o (L) 2
DC FE AB :>FE 3 AB () P

Fie % —k, avem DE =(l—k)ﬁ+k .DB, tinand cont ¢a I, = ZrB +Z I, , gasim:

— — 4.k-1— 33—
] R (I QR e c e RSSO 1

( ) A 4 BT C p
Calculam ﬁ, avem:
_— = — a — b 1)\— c 3\—
Dl=r —-r, = r, + =+ o Il s 1

' " a+b+c ? (a+b+c 4) ® (a+b+c 4] ¢ P
— e 1-k)(a+b+c -1 4(a+b+c —
DE, DI vectori coliniari :>( ) )=4k L ( ):>k: 3-c (3 2p

a 4 3Bb-a-c 3a+3b-c
Finalizare, din (1) si (2) obtinem:
FC 3b-c
R ammmraam <P PRTPRTRRN 1p

FE 3(3a+3b-c)
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