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Olimpiada Naţională de Matematică 2019 
Etapa locală – Iaşi, 15 februarie 2019 

 
CLASA A XII-A 

 
Problema 1.    

Se consideră funcţia  
1 100

1

: , d
1tx

xf f t x
e

 
  . Trasaţi graficul funcţiei f.  

 
Soluţie şi barem  

Considerăm funcţia    
100

: 1,1 ,
1tx

xg g x
e

  


 . Avem:      
1 0 1

1 1 0

d d dg x x g x x g x x
 

      

        
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d d dg x x g x x g x g x x        . (3p) 

Dar      100 1001 , 1,1
1 1

tx

tx tx
eg x g x x x x
e e

 
        

  
. (2p) 

Astfel,  
1

100

0

1d ,
101

f t x x t     . Graficul funcţiei f va fi o dreaptă orizontală. (2p) 

 
Problema 2.    
 

a) Fie 1G  şi 2G  două grupuri, cu elementele neutre 1e , respectiv 2e . Dacă funcţia 1 2:f G G  
are proprietatea că       1, ,f xy f x f y x y G    , arătaţi că  1 2f e e . 

b) Rămâne adevărată concluzia dacă înlocuim grupurile 1G  şi 2G  cu monoizii 1M  şi 2M ? 
 

Soluţie şi barem 
  

 a) În grupul 2G , avem:          1 1 1 1 1 1 2f e f e f e e f e f e e      . Prin simplificare la stânga 

cu  1f e , rezultă că  1 2f e e . (4p) 
 b) Răspunsul este negativ. De exemplu, se verifică faptul că funcţia    2 3:f  M M  

definită prin 
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 este morfism de monoizi multiplicativi, însă 
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, deci  2 3f I I . (3p) 

 
Problema 3.     

Se consideră funcţia  : 0,f     cu proprietatea că      1 ln , 0,x f x x x     . 

Funcţia f admite primitive, iar F este o primitivă a sa.  
a) Calculaţi  1f . 
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b) Arătaţi că există un număr real   astfel încât    ln , ,x F x x x      . 
 

Soluţie şi barem 
a) Deoarece funcţia f admite primitive, ea are proprietea lui Darboux, deci nu poate avea 

discontinuităţi de speţa I. Pe de altă parte, f este continuă pe    0,1 1,   şi are limită finită în 1, 

anume  
l'H

1 1

lnlim lim 1
1x x

xf x
x 

 


. Rezultă că f este continuă în 1, iar  1 1f  . (3p) 

b) Vom arăta că 1   are proprietatea dorită. Considerăm funcţia    : 1, ,g g x    

  lnF x x  . Avem că    
   , 1,

1
u x

g x x
x x

    


, unde   ln 1u x x x x   . Cum   lnu x x  , 

funcţia u este crescătoare pe  1, ; în plus,  
1

lim 0
x
u x 


, deci   0,u x x    1, . Atunci 

  0,g x x     1, , aşadar g este crescătoare pe  1, ; în plus,  
1

lim 1
x

g x 


, prin urmare 

  0,g x x    1, , de unde    ln , 1,x F x x    . (2p) 

Considerăm funcţia    : 1, ,h h x    F x x . Avem că      , 1,
1

v x
h x x

x
    


, 

unde   ln 1v x x x   . Cum   1 1v x
x

   , funcţia v este descrescătoare pe  1, ; în plus, 

 
1

lim 0
x
v x 


, deci   0,v x x    1, . Atunci   0,h x x     1, , aşadar h este descrescătoare 

pe  1, ; în plus,  
1

lim 0
x

h x 


, deci   0,h x x    1, , de unde   ,F x x  1,x   . (2p) 

 
Problema 4.    
 

Determinaţi toate grupurile de ordin trei de forma  2
2 , ,G I A A , unde  2 3A M , iar 

operaţia este înmulţirea matricelor. 
  
Soluţie şi barem  
 

Evident, o matrice A care generează G este astfel încât 2
2 2,A I A I   şi 3

2A I . (1p)  
Fie trt A , detd A . Cum 3 1d   , rezultă că 1d   . Apoi, cum A verifică propria ecuaţie 

caracteristică, avem că 2
2A tA I  , prin urmare  3 2

2 2I A tA A t tA I A      , de unde 

   2
21 1t I t A    . Singura valoare convenabilă pentru t este 2t  . (3p) 

Matricele din  2 3M  cu 2, 1t d    sunt în număr de opt: 
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1 1 0 1 0 1 2 1 2 0 1 0
A A A A A A

           
                           
           

       

         
. Calculăm pătratul 

fiecăreia dintre aceste matrice şi obţinem că există patru grupuri care verifică cerinţele problemei: 
 1 2 1 8, ,G I A A ,  2 2 2 7, ,G I A A ,  3 2 3 6, ,G I A A ,  4 2 4 5, ,G I A A . (3p) 

 
Notă: Orice altă soluţie corectă sau demers de rezolvare corect se vor puncta corespunzător. 


