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CLASA A XII-A
Problema 1.
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Se considerd functia f:R >R, f(7)= j dx . Trasati graficul functiei f.
3

e™ +1

Solutie si barem
100

Consideram functia g:[-11] >R, g(x)= al

etx

. Avem: jg(x)dxzjg(x)dx+jg(x)dx:

1
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Dar g(—x)+g(x) = x'% ((;4_1 + €[XI+1] =x'" Vxe [—1,1]. (2p)

1
Astfel, f (t) = j x'%dx = 1—(1)1, Vt e R . Graficul functiei f va fi o dreapta orizontala. (2p)
0

Problema 2.
a) Fie G, s1 G, doua grupuri, cu elementele neutre e, respectiv e, . Dacé functia f:G, > G,

are proprietatea cd f (xy) = f(x)- f(»),Vx,y € G,, ardtatica f (e )=e,.
b) Rdméne adevaratd concluzia dacd inlocuim grupurile G, s1 G, cu monoizii M, s1 M,?

Solutie si barem

a) In grupul G,, avem: f(e,)- f(e,)=f(e;-¢ )= f(e)=f (e )-e,. Prin simplificare la stinga
cu f(e),rezulta ca (e )=e,. (4p)

b) Raspunsul este negativ. De exemplu, se verifica faptul ca functia f:M, (Z) —>9\43(Z)

a b 0
a b
definita prin f (( d]): c d 0 este morfism de monoizi multiplicativi, insa
c
0 0 0

0 0
1 0|, deci f(1,)#15.(3p)
0 0

Problema 3.
Se considerd functia f:(0,+00)—>R cu proprietatea ca (x—1)/f(x)=Inx,Vxe(0,+x).

Functia f admite primitive, iar F este o primitiva a sa.
a) Calculati f(1).
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b) Aratati ¢ existd un numar real o astfel incat Inx < F(x) <x,Vx e (a,+x).

Solutie si barem
a) Deoarece functia f admite primitive, ea are proprietea lui Darboux, deci nu poate avea
discontinuitati de speta I. Pe de altd parte, f este continud pe (0,1)U(1,+) si are limita finita in 1,
Inx ™

anume lim /(x)=1lim—= =1. Rezulta ci f este continua in 1, iar f(1)=1. (3p)
x—1 =1 x—1

b) Vom ardta cd o =1 are proprietatea doritd. Considerdm functia g:(1,+oo) —>R,g(x) =

=F(x)-Inx. Avem ca g’(x):%ﬁxe(lﬁoo), unde u(x)=xInx-x+1. Cum u'(x)=Inx,
x(x—

functia u este crescitoare pe (1,+o); in plus, lig}u(x)zo, deci u(x)>0,Vxe(1,4+0). Atunci

g'(x)>0,vxe(l,+), asadar g este crescitoare pe (I,+o); in plus, lig}g(x):l, prin urmare

g(x)>0,Vxe (1,4), de unde Inx < F(x),Vx e (1,+x). (2p)

Consideram functia h:(1,4+0)—>R,z(x)= F(x)—x. Avem ca &'(x)= v(xl) ,Vx e(1,+40),
y_

unde v(x)=Inx-x+1. Cum V'(x) :l—l, functia v este descrescatoare pe (1,+); in plus,
x
lig}v(x) =0, deci v(x)<0,Vx e (1,+0). Atunci h'(x)<0,Vxe (1,+), asadar h este descrescatoare

pe (1,+); n plus, £1g}h(x) =0, deci h(x)<0,Vxe(1,4%), deunde F(x)<x, Vxe(1,+). (2p)

Problema 4.

Determinati toate grupurile de ordin trei de forma G =1 LA, A% unde Aem, (Z,), iar
! 2 2\ 43

operatia este Inmultirea matricelor.

Solutie si barem

Evident, o matrice 4 care genereazi G este astfel incat A= 1,,4° # 1, si 4> =1,.(1p)

Fie t=trd, d=det4. Cum d’ :i, rezultd cd d =1. Apoi, cum A4 verifica propria ecuatie
caracteristicd, avem cd A’>=tA—1,, prin urmare [,=A’=t4"-A=t(td-1,)- A4, de unde

(t +i)12 = (t2 - i) A . Singura valoare convenabila pentru ¢ este ¢ = 2. (3p)

A A A A

2 I 2

10 11 1 2 10 2 1 ) i i
A=\, [ A=|. | A4A=|. | 4=|. |4 =|. .|-4=|. .| Calculdam patratul
1 1 0 1 0 1 2 1 20 1 0

fiecareia dintre aceste matrice i obtinem ca existd patru grupuri care verifica cerintele problemei:
G ={L,, 4,4}, G, ={1,,4,,4,}, Gy ={1,, 4, 4s}, G, ={I,,A4,, 45} . (3p)

. . A . ) 0 1 0 2
Matricele din M,(Z;) cu t=2,d=1 sunt in numdr de opt: 4, = A, = :

Notda: Orice alti solutie corecta sau demers de rezolvare corect se vor puncta corespunzitor.
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