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CLASA a Xl-a

Barem de corectare

Problema 1.

Fie doua matrice 4, B € M ,(RR) cu proprietatea:

5 2018 2019
1 1)

31
a) Determinati matricea B, stiind cda A= (2 J .

b) Demonstrati ci matricea BA este inversabila si BA—(BA) ' =2019-1,.

Solutie.

1 -1 1 -1
a) Deoarece matricea A este inversabild si A™ ={ ) 3 j rezultd cad B =( ) 3 j

[2018 2019) ( 2017 2018 j - (3p)
1 1 —-4033 4035
b) Cum det(A)-det(B)=det(AB)=-1+0, inseamnd cd matricele A, B si BA sunt
inversabile. Asadar, avem:
BA—(BA)71 =2019-1, <>BA-A'B"=2019-1, < BAB-A"'=2019-B <> ABAB- |, =
2019- AB < (AB)’ —2019- AB—1, =0, < (AB)’ —tr(AB)- AB +det (AB)1, =0, .

Ultima egalitate este relatia Cayley-Hamilton pentru matricea AB, deci este adevarata.
(4p)

Problema 2.

Fie M multimea tuturor matricelor patratice de ordinul trei cu elemente din multimea {—l, 1}
a) Determinati numarul elementelor multimii M.
b) Aratati ca determinantul oricarei matrice din multimea M este un numar intreg,
divizibil cu 4.
c) Aflati toate valorile pe care le poate avea determinantul unei matrice din multimea M.

Solutie.
a) Multimea M are 2° =512 elemente. (2p)
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b) Fie A o matrice din multimea M. Daca adunam prima coloand a matricei A la a doua si
la a treia coloana, atunci matricea obtinuta, B, are acelasi determinant ca matricea A si

elementele ultimelor doud coloane ale sale apartin multimii {—2, 0, 2}. Scotand factor 2
de pe fiecare dintre ultimele doud coloane, avem det(A)=det(B)=4det(C), unde C
este o matrice patratica de ordinul trei cu elementele numere intregi. Cum det(C) este

un numar intreg, rezulta ca det(A) este un numadr intreg, divizibil cu 4. (3p)

c) Conform definitiei, determinantul unei matrice din multimea M este egal cu suma a
sase numere intregi avind valoarea —1 sau +1. Este clar ca valoarea unui astfel de
determinant este un numar intreg egal cu cel putin —6 si cel mult +6. Cum determinantul
unei matrice din multimea M este multiplu de 4, el poate fi doar —4, 0 sau +4. Aceste
valori pot fi atinse:

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
1 1 -1l=-4|1 1 -1|=01 1 -1|=+4.(2p)
1 -1 -1 1 1 -1 1 1 1

Problema 3.

Se considerd sirul (x,) _, definit astfel: x, =1 si x,,, =x,-e”, oricare ar fi numarul

natural n>1.

a) Ardtati cd sirul (x,) . este convergent si determinati limita sa.

nx1
b) Calculati limnx, .

nN—+o0

Solutie.

. . . o X _ R N A
a) Deoarece x, >0, oricare ar fi n>1, rezulta ca =L =e ™ <1, oricare ar fi n>1, deci
X

n

sirul (xn) este strict descrescator. Asadar, conform teoremei lui Weierstrass, sirul

nx1

(X, )n>1 este convergent (strict descrescator si marginit inferior de 0). Fie L= lim x, .

N—-+00

Trecand la limitd in relatia de recurentd, obtinem L=L-e™", sau L~(1—e’L)=O, de

unde deducem ca L =0, deci lim x, =0. (4p)

n _a . 1 . .
b) Avem nx,=——=-", unde a,=n si b =— (nx1). Sirul (b,) , este strict
1 b H X > n>1
R n n
Xn
2 —X —X,
- . - - . a.,—a X X Xs-e X, -e
crescitor si are limita +oo. Intrucat -t =_—n - —_ "n — =0,
n+1_bn = Xpa X=X, €7 1-e™
L - X . =X . . p_a.,—a .
lime™ =e’=1 si lim—"—= lim n_ =1, rezultd cd lim "2 =1 Prin
N—>+o0 ool —@ % notop 1 ooy b

urmare, conform lemei Stolz-Cesaro, lim nx, =1. (3p)
nN—-+0
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Problema 4.

Spunem ca f este a apropiatd de g, daca f si g sunt doud functii definite pe acelasi domeniu
DS R cu valori in R, +oo este punct de acumulare pentru D, aeR si

XILrI]w(f (x)—ag(x))=0.

a) Demonstrati ca, daca f este a apropiata de g si g este S apropiata de h, atunci f este
aff apropiata de h.

2 3_4 2 1 2
b) Se considerd functiile f,g: R, >R, f(x)z# si g(x):X X
X +1 X+1

Demonstrati ca f este 2 apropiata de g.
c) Fie functile f,g: R—>R, f(x)=ax+b si g(x):x/x2 +1, unde a, beR.
Determinati numerele a si b, stiind ca f este 3 apropiata de g.

Solutie.
a) Functiile f, g si h au acelasi domeniu de definitie D, iar +oo este punct de acumulare
pentru D. Cum

lim (f (x)—aBh(x))=lim (f (x)—ag(x)+ag(x)—aph(x))=lim (f (x)—ag(x))+

X—>+00 X—>+00 X—>+00

a- lim (g(x)—ph(x))=0+a-0=0,
rezulta ca f este aff apropiata de h. (2p)

: (22X —4x®+1 ) xP-x) o —6xP+3x+1
b) lim( f(x)-2g(x))=I 2 Tor(x +1)(x+1)
) Jim((x)~20(x)) xm( N x+1j S (¢ +1) (x+1)

0. (2p)

Obs. Consideram functia h : R, >R, h (X) = X — 2. Deoarece f este 2 apropiata de h,
iar h este 1 apropiata de g, rezulta, conform subpunctului a), ca f este 2 apropiatd de g.

c) lim(f(x)-3g(x)) :Xlirﬂo(ax+b—3\/x2+l)=lim x[a+g—3 /1+%]¢0, dacd a#3.

X—>+0

Pentru a =3, avem:

2
fim( 1(x)-390x)) =lim(3x 403453 ) <lim ST =2 -

Prin urmare, f este 3 apropiata de g daca a=3 si b=0. (3p)




